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О РЕШЕНИЯХ ОДНОРОДНОЙ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В 
ПРОСТРАНСТВАХ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 

В статье рассматривается линейная однородная система дифференциальных уравнений первого порядка. 
Исследуется вопрос об отсутствии нетривиальных решений систем в пространстве суммируемых функций. 
Приведены условия, при выполнении которых, система не имеет ненулевых решений, принадлежащих 
пространству суммируемых функций. 

Путём замены независимой переменной, искомая система сводится к системе с «почти постоянными 
коэффициентами». Сначала рассматривается частный случай системы, которая в зависимости от расположения 
спектра матрицы-коэффициентов распадается на две независимые системы.  

Для общей системы поведение решений на бесконечности определяется расположением спектра заданной 
постоянной матрицы. Существенным условием для постоянной матрицы является то, что её спектр не должен 
пересекаться с мнимой осью.  

Полученные результаты используются при исследовании вопроса о разрешимости линейных неоднородных 
систем дифференциальных уравнений в пространстве суммируемых функций. 

Ключевые слова: система дифференциальных уравнений, однородная система, пространство суммируемых 
функций, интегральное уравнение, лемма Гронуолла, спектр матрицы, собственные числа, постоянная матрица. 

 
ON SOLVING A HOMOGENEOUS SYSTEM OF LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS IN SPACES OF 

SUMMARIZING FUNCTIONS 
The article deals with a linear homogeneous system of first order differential equations. It is investigated the 

question of the absence of nontrivial solutions of systems in the space of summable functions. The conditions under which 
the system has no nontrivial solutions belonging to the space of summable functions are given.  

By replacing the independent variable, the reviewed system is reduced to a system with "almost constant 
coefficients." Firstly, it is consider the private case of the system. In this case the current system depending on the location 
of the spectrum of the matrix - the coefficients are divided into two independent systems.  

For a general system, the behavior of solutions at infinity is determined by the location of the spectrum of a given 
constant matrix. The essential condition for the constant matrix is that that spectrum should not intersect with the imaginary 
axis. 

The obtained results are used during the research of problem of the solvability of linear inhomogeneous systems of 
differential equations in the space of summable functions. 

Key words: system of differential equations, homogeneous system, space of summable functions, integral equation, 
Gronwall lemma, matrix spectrum, eigenvalues. 
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УДК 517.927.4 
ОБ АПРИОРНОЙ ОЦЕНКЕ И СУЩЕСТВОВАНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 
ОДНОЙ СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
Кобилзода М. М., Наимов А. Н.  

Научно-исследовательского института Таджикского национального университета, 
Вологодский государственный университет 

 
1. Введение. В статье исследован вопрос об априорной оценке и существовании 

периодических решений для систем обыкновенных дифференциальных уравнений следующего 
вида 

ሻݐᇱሺݔ ൌ ,ݐሺܨ ,ሻݐሺݔ ሻݐᇱሺݕ  ,ሻሻݐሺݕ ൌ ,ݐሺܩ ,ሻݐሺݔ ,ݔ  ,ሻሻݐሺݕ ,ݕ ݐ ∈ ܴ. (1) 
Здесь ܴ ൌ ሺെ∞,൅∞ሻ – вещественная ось, функции ܨሺݐ, ,ݔ ,ݐሺܩ ሻ иݕ ,ݔ  ሻ предполагаютсяݕ

заданными, непрерывными по совокупности переменных ሺݐ, ,ݔ ሻݕ ∈ ܴଷ и ߱-периодичными по ݐ. 
Вопрос о существования периодических решений для систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений исследован во многих работах. Отметим лишь работы [1, 2], где 

Smithv
Text Box
*

Smithv
Text Box
*Работа частично поддержана грантом РФФИ 18-47-350001 р_а
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рассмотрены системы линейных уравнений с ограниченными коэффициентами, и работы [3, 
4,с.100], где рассмотрены системы нелинейных уравнений. В этих работах для исследования 
существования периодических решений применяются методы априорной оценки и методы 
вычисления вращения векторных полей. 

В настоящей работе найдены новые условия на функции ܨሺݐ, ,ݔ ,ݐሺܩ ሻ иݕ ,ݔ  ሻ в видеݕ
односторонних оценок, которые обеспечивают априорную оценку не только периодических, но 
и всех ограниченных решений системы уравнений (1). При этом, в отличие от вышеуказанных 
работ, система уравнений (1) может быть линейной или нелинейной, и в нелинейном случае не 
ставятся никакие ограничения на порядок роста функций ܨሺݐ, ,ݔ ,ݐሺܩ ሻ иݕ ,ݔ |ݔ| ሻ приݕ ൅ |ݕ| ⟶
∞. В условиях априорной оценки доказано существование ߱–периодических решений системы 
уравнений (1), применяя методы вычисления вращения векторных полей [4,с.85]. Рассмотрены 
два примера систем уравнений вида (1), правые части которых удовлетворяют условиям 
априорной оценки и для которых существуют ߱–периодические решения. 

На основе полученных результатов для систем уравнений вида (1) можно исследовать 
существование ограниченных, рекуррентных и почти периодических решений.  

2. Основные результаты. Периодическим (ограниченным) решением системы уравнений 
(1) называем пару ሺݔሺݐሻ,  ሻ, определенных и непрерывноݐሺݕ ሻ иݐሺݔ ሻሻ функцийݐሺݕ
дифференцируемых на ܴ ൌ ሺെ∞,൅∞ሻ, ߱–периодичных (ограниченных) и удовлетворяющих 
уравнениям системы (1). 

Априорную оценку и существование ߱–периодических решений системы уравнений (1) 
исследуем предполагая, что функции ܨሺݐ, ,ݔ ,ݐሺܩ ሻ иݕ ,ݔ  ሻ непрерывны по совокупностиݕ
переменных и удовлетворяют условиям  

,ݐሺܨݔ ,ݔ ሻݕ ൒ ଶݔଵߙ െ ଶݕଵߚ െ ,ݐሺܩݕ ,ଵߛ ,ݔ ሻݕ ൑ െߙଶݕଶ ൅ ଶݔଶߚ ൅  ଶ  (2)ߛ
при всех ݔ, ,ݕ ݐ ∈ ܴ и некоторых фиксированных вещественных чисел ߙଵ ൐ ଶߙ ,0 ൐ ଵߚ ,0 ൒ 0, 
ଶߚ ൒ ଵߛ ,0 ൒ ଶߛ ,0 ൒ 0. В условиях (2), в общем, нет ограничений на порядок роста функций 
,ݐሺܨ ,ݔ ,ݐሺܩ ሻ иݕ ,ݔ |ݔ| ሻ приݕ ൅ |ݕ| ⟶ ∞ и |ݐ| ⟶ ∞. 

Введем банахово пространство ܧ непрерывных и ограниченных на ܴ ൌ ሺെ∞,൅∞ሻ 
функций ݓሺݐሻ с нормой 

‖ݓ‖ ൌ  .|ሻݐሺݓ|௧∈ோ݌ݑݏ
Следующие две теоремы составляют основной результат настоящей работы. 
Теорема 1. Пусть выполнены условия (2) и условие  

ݔܽ݉ ቀఉభ
ఈభ
, ఉమ
ఈమ
ቁ ൏ 1.      (3) 

Тогда для любого ограниченного на ܴ ൌ ሺെ∞,൅∞ሻ решения системы уравнений (1) верна 
оценка  

ଶ‖ݔ‖ ൅ ଶ‖ݕ‖ ൑  (4)     ,ܯ
где  

ܯ ൌ ቆ1 െ݉ܽݔ ቀఉభ
ఈభ
, ఉమ
ఈమ
ቁቇ

ିଵ

ቀఊభ
ఈభ
൅ ఊమ

ఈమ
ቁ. 

Оценку (4) называем априорной. Заметим, что оценка (4) не зависит от ограниченного 
решения системы уравнений (1), а зависит лишь от вещественных чисел, присутствующих в 
условиях (2).  

Теорема 2. Если выполнены условия (2), (3) и функции ܨሺݐ, ,ݔ ,ݐሺܩ ሻ иݕ ,ݔ  ߱–периодичны	ሻݕ
по ݐ, то существует ߱–периодическое решение системы уравнений (1).  

3. Априорная оценка ограниченных решений. Приведем доказательство теоремы 1.  
Пусть ሺݔሺݐሻ,  ሻሻ – ограниченное решение системы уравнений (1). Обе стороны первогоݐሺݕ

уравнения системы (1) умножим на 2ݔሺݐሻ, а второго уравнения на 2ݕሺݐሻ: 
ሺݔଶሺݐሻሻᇱ ൌ ,ݐሺܨሻݐሺݔ2 ,ሻݐሺݔ ሻሻᇱݐଶሺݕሻሻ,  ሺݐሺݕ ൌ ,ݐሺܩሻݐሺݕ2 ,ሻݐሺݔ  .ሻሻݐሺݕ

Полученные равенства перепишем в следующем виде: 
ሺݔଶሺݐሻሻᇱ െ ሻݐଶሺݔଵߙ2 ൌ ݂ሺݐሻ,  ሺݕଶሺݐሻሻᇱ ൅ ሻݐଶሺݕଶߙ2 ൌ ݃ሺݐሻ,  (5) 

где 
݂ሺݐሻ ൌ 2൫ݔሺݐሻܨሺݐ, ,ሻݐሺݔ ሻሻݐሺݕ െ  ,ሻ൯ݐଶሺݔଵߙ
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݃ሺݐሻ ൌ 2൫ݕሺݐሻܩሺݐ, ,ሻݐሺݔ ሻሻݐሺݕ ൅  .ሻ൯ݐଶሺݕଶߙ
Решим уравнения (5) относительно неизвестных ݔଶሺݐሻ и ݕଶሺݐሻ: 

ሻݐଶሺݔ ൌ ݁ଶఈభ௧ ቀݔଶሺ0ሻ ൅ ׬ ݁ିଶఈభ௦
௧
଴ ݂ሺݏሻ݀ݏቁ, 

ሻݐଶሺݕ ൌ ݁ିଶఈమ௧ ቀݕଶሺ0ሻ ൅ ׬ ݁ଶఈమ௦
௧
଴ ݃ሺݏሻ݀ݏቁ. 

Отсюда, в силу ограниченности функций ݔଶሺݐሻ и ݕଶሺݐሻ, выводим: 

lim௧→ାஶ ቀݔଶሺ0ሻ ൅ ׬ ݁ିଶఈభ௦
௧
଴ ݂ሺݏሻ݀ݏቁ ൌ lim

௧→ାஶ
ሻ݁ିଶఈభ௧ݐଶሺݔ ൌ 0, 

lim௧→ିஶ ቀݕଶሺ0ሻ ൅ ׬ ݁ଶఈమ௦
௧
଴ ݃ሺݏሻ݀ݏቁ ൌ lim

௧→ିஶ
ሻ݁ଶఈమ௧ݐଶሺݕ ൌ 0. 

Следовательно, несобственные интегралы  

׬ ݁ିଶఈభ௦
ାஶ
଴ ݂ሺݏሻ݀׬ ,ݏ ݁ଶఈమ௦

଴
ିஶ ݃ሺݏሻ݀ݏ 

сходятся и имеют место равенства  

ଶሺ0ሻݔ ൌ െ׬ ݁ିଶఈభ௦
ାஶ
଴ ݂ሺݏሻ݀ݕ ,ݏଶሺ0ሻ ൌ ׬ ݁ଶఈమ௦

଴
ିஶ ݃ሺݏሻ݀ݏ. 

Подставляя эти значения в формулы общего решения, получим: 

ሻݐଶሺݔ ൌ െ׬ ݁ିଶఈభሺ௦ି௧ሻ
ାஶ
௧ ݂ሺݏሻ݀ݕ ,ݏଶሺݐሻ ൌ ׬ ݁ିଶఈమሺ௧ି௦ሻ

௧
ିஶ ݃ሺݏሻ݀(6)  .ݏ 

Функции ݂ሺݐሻ и ݃ሺݐሻ в силу условия (2) удовлетворяют неравенствам  
݂ሺݐሻ ൒ െ2ሺߚଵݕଶሺݐሻ ൅ ሻݐଵሻ, ݃ሺߛ ൑ 2ሺߚଶݔଶሺݐሻ ൅  .ଶሻߛ

Учитывая это, из (6) выводим: 
ሻݐଶሺݔ ൑ ׬2 ሺߚଵݕଶሺݐሻ ൅ ଵሻ݁ିଶఈభߛ

ሺ௦ି௧ሻାஶ
௧ ݏ݀ ൑ 2ሺߚଵ‖ݕ‖ଶ ൅ ଵሻߛ ׬ ݁ିଶఈభሺ௦ି௧ሻ

ାஶ
௧  ,ݏ݀

ሻݐଶሺݕ ൑ ׬2 ሺߚଶݔଶሺݐሻ ൅ ଶሻ݁ିଶఈమߛ
ሺ௧ି௦ሻ௧

ିஶ ݏ݀ ൑ 2ሺߚଶ‖ݔ‖ଶ ൅ ଶሻߛ ׬ ݁ିଶఈమሺ௧ି௦ሻ
௧
ିஶ  ,ݏ݀

ሻݐଶሺݔ ൑ ఉభ‖௬‖మାఊభ
ఈభ

ሻݐଶሺݕ  , ൑ ఉమ‖௫‖మାఊమ
ఈమ

.    (7) 

Так как неравенства (7) имеют место для любого ݐ ∈ ሺെ∞,൅∞ሻ, то из них следуют неравенства  

ଶ‖ݔ‖ ൑ ఉభ‖௬‖మାఊభ
ఈభ

ଶ‖ݕ‖  , ൑ ఉమ‖௫‖మାఊమ
ఈమ

, 

ଶ‖ݔ‖ ൅ ଶ‖ݕ‖ ൑ ቆ1 െ݉ܽݔ ቀఉభ
ఈభ
, ఉమ
ఈమ
ቁቇ

ିଵ

ቀఊభ
ఈభ
, ఊమ
ఈమ
ቁ. 

Теорема 1 доказана. 
4. Существование периодического решения. Теперь докажем теорему 2. Пусть функции 

,ݐሺܨ ,ݔ ,ݐሺܩ ሻ иݕ ,ݔ ଶܧ Рассмотрим в банаховом пространстве .ݐ ߱–периодичны по	ሻݕ ൌ
,ሺሾ0ܥ ߱ሿሻ ൈ ,ሺሾ0ܥ ߱ሿሻ с нормой  

‖ሺݔ, ሻ‖ଶݕ ≔ max
଴ஸ௧ஸఠ

ሻ|ଶݐሺݔ| ൅ max
଴ஸ௧ஸఠ

 ሻ|ଶݐሺݕ|

семейство вполне непрерывных векторных полей 

Φఒሺݔ, ሻݕ ൌ ൬
௫ሺ௧ሻି௫ሺఠሻି׬ ிഊሺ௦,௫ሺ௦ሻ,௬ሺ௦ሻሻௗ௦

೟
బ

௬ሺ௧ሻି௬ሺఠሻି׬ ீഊ൫௦,௫ሺ௦ሻ,௬ሺ௦ሻ൯ௗ௦
೟
బ

൰,  ߣ ∈ ሾ0,1ሿ, 

где   
,ݐఒሺܨ ,ݔ ሻݕ ൌ ሺ1 െ ,ݐሺܨሻߣ ,ݔ ሻݕ ൅  ,ݔଵߙߣ
,ݐఒሺܩ ,ݔ ሻݕ ൌ ሺ1 െ ,ݐሺܩሻߣ ,ݔ ሻݕ െ   .ݕଶߙߣ

Проверим справедливость двух лемм.  
Лемма 1. Пара ሺݔ, ሻݕ ∈   ଶ является ߱–периодическим решением системы уравненийܧ

ሻݐᇱሺݔ ൌ ,ݐఒሺܨ ,ሻݐሺݔ ሻݐᇱሺݕ ,ሻሻݐሺݕ ൌ ,ݐఒሺܩ ,ሻݐሺݔ  ሻሻ,  (8)ݐሺݕ
лишь в том случае, когда Φఒሺݔ, ሻݕ ൌ 0. 

Действительно, пусть Φఒሺݔ, ሻݕ ൌ 0. Тогда имеем: 

ሻݐሺݔ ൌ ሺ߱ሻݔ ൅ ׬ ,ݏఒ൫ܨ ,ሻݏሺݔ ݏሻ൯݀ݏሺݕ
௧
଴ ሻݐሺݕ , ൌ ሺ߱ሻݕ ൅ ׬ ,ݏఒ൫ܩ ,ሻݏሺݔ ݏሻ൯݀ݏሺݕ

௧
଴ . 

Дифференцируя эти равенства, получим систему уравнений (8), при этом ݔሺ0ሻ ൌ ሺ0ሻݕ ,ሺ߱ሻݔ ൌ
  .ሺ߱ሻݕ

Теперь, наоборот, предположим, что пара ሺݔ, ሻݕ ∈  ଶ является ߱–периодическимܧ
решением системы уравнений (8). Интегрируя равенства (8) от 0 до ݐ, и вместо ݔሺ0ሻ и ݕሺ0ሻ 
подставляя ݔሺ߱ሻ и ݕሺ߱ሻ, получим: 
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ሻݐሺݔ ൌ ሺ߱ሻݔ ൅ ׬ ,ݏఒ൫ܨ ,ሻݏሺݔ ݏሻ൯݀ݏሺݕ
௧
଴ ሻݐሺݕ , ൌ ሺ߱ሻݕ ൅ ׬ ,ݏఒ൫ܩ ,ሻݏሺݔ ݏሻ൯݀ݏሺݕ

௧
଴ . 

Следовательно, Φఒሺݔ, ሻݕ ൌ 0. 
Лемма 2. При каждом ߣ ∈ ሾ0,1ሿ функции ܨఒሺݐ, ,ݔ ,ݐఒሺܩ ሻ иݕ ,ݔ  ሻ удовлетворяют условиямݕ

(2).  
Действительно, при каждом ߣ ∈ ሾ0,1ሿ имеем: 
,ݐఒሺܨݔ ,ݔ ሻݕ ൌ ሺ1 െ ,ݐሺܨݔሻߣ ,ݔ ሻݕ ൅ ଶݔଵߙߣ ൒ ሺ1 െ ଶݔଵߙሻሺߣ െ ଶݕଵߚ െ ଵሻߛ ൅ ଶݔଵߙߣ ൌ 

ൌ ଶݔଵߙ െ ሺ1 െ ଶݕଵߚሻሺߣ ൅ ଵሻߛ ൒ ଶݔଵߙ െ ଶݕଵߚ െ  ,ଵߛ
,ݐఒሺܩݕ ,ݔ ሻݕ ൑ ሺ1 െ ଶݕଶߙሻሺെߣ ൅ ଶݔଶߚ ൅ ଶሻߛ െ ଶݕଶߙߣ ൌ 
ൌ െߙଶݕଶ ൅ ሺ1 െ ଶݔଶߚሻሺߣ ൅ ଶሻߛ ൑ െߙଶݕଶ ൅ ଶݔଶߚ ൅  .ଶߛ

Из лемм 1 и 2, в силу теоремы 1, вытекает, что  
Φఒሺݔ, ሻݕ ് 0 при любых ߣ ∈ ሾ0,1ሿ и ሺݔ, ሻݕ ∈ ,ݔଶ, ‖ሺܧ ‖ሻݕ ൐  (9) .ܯ√

Следовательно, при любом ߣ ∈ ሾ0,1ሿ определено вращение ߛஶሺΦఒሻ векторного поля Φఒ на 
бесконечности [5, с.127] и  

ஶሺΦ଴ሻߛ ൌ  ஶሺΦଵሻ.     (10)ߛ
Вычислим вращение ߛஶሺΦଵሻ векторного поля Φଵ. Для этого рассмотрим семейство 

векторных полей  

Ψఒሺݔ, ሻݕ ൌ ൬
௫ሺ௧ሻି௫ሺఠሻିఒఈభ ׬ ௫ሺ௦ሻௗ௦

೟
బ ିሺଵିఒሻఈభ ׬ ௫ሺ௦ሻௗ௦

ഘ
బ

௬ሺ௧ሻି௬ሺఠሻାఒఈమ ׬ ௬ሺ௦ሻௗ௦
೟
బ ାሺଵିఒሻఈమ ׬ ௬ሺ௦ሻௗ௦

ഘ
బ

൰, ߣ ∈ ሾ0,1ሿ. 

Очевидно, Ψଵ ൌ Φଵ. Проверим, что  
Ψఒሺݔ, ሻݕ ് 0 при любых ߣ ∈ ሾ0,1ሿ и ሺݔ, ሻݕ ∈  ଶ\ሼ0,0ሽ.   (11)ܧ

Действительно, если при некоторых ߣ ∈ ሾ0,1ሿ и ሺݔ, ሻݕ ∈  ଶ\ሼ0,0ሽ имеет место равенствоܧ
Ψఒሺݔ, ሻݕ ൌ 0, то имеем: 

ሻݐᇱሺݔ ൌ െߙߣଵݔሺݐሻ, ݕᇱሺݐሻ ൌ ݐ  ,ሻݐሺݔଶߙߣ ∈ ሾ0, ߱ሿ, 
׬ ݔ
ఠ
଴

ሺݏሻ݀ݏ ൌ ׬ ,0 ݕ
ఠ
଴

ሺݏሻ݀ݏ ൌ ሺ0ሻݔ ,0 ൌ ሺ0ሻݕ ,ሺ߱ሻݔ ൌ  .ሺ߱ሻݕ
Эти равенства в совокупности противоречат тому, что ሺݔ, ሻݕ ∈   .ଶ\ሼ0,0ሽܧ

Из (11) следует, что при любом ߣ ∈ ሾ0,1ሿ определено вращение ߛஶሺΨఒሻ векторного поля 
Ψఒሺݔ, ሻ и с учетом Ψଵݕ ൌ Φଵ имеет место равенство 

ஶሺΦଵሻߛ ൌ  ஶሺΨ଴ሻ.     (12)ߛ
Векторное поле Ψ଴ состоит из разности единичного и конечномерного оператора. 

Поэтому, согласно свойству векторных полей [5,с.118], для вычисления вращения ߛஶሺΨ଴ሻ 
достаточно рассмотреть проекцию векторного поля Ψ଴ на конечномерное пространство ܴ ൈ ܴ: 

ஶሺΨ଴ሻߛ ൌ  ஶሺΨ෩଴ሻ,     (13)ߛ
где  

Ψ෩଴ሺݖଵ, ଶሻݖ ൌ Ψ଴ሺݖଵ, ,ଵݖଶሻ,  ሺݖ ଶሻݖ ∈ ܴ ൈ ܴ, 

Ψ෩଴ሺݖଵ, ଶሻݖ ൌ ቀ ఠఈభ௭భ
ିఠఈమ௭మ

ቁ ൌ ൬
ଵߙ߱ 0
0 െ߱ߙଶ

൰ ቀ௭భ௭మቁ. 

Для линейного отображения Ψ෩଴: ܴ ൈ ܴ ⟼ ܴ ൈ ܴ его вращение, как известно, равно знаку 
определителя матрицы отображения [5,с.24]: 

ஶ൫Ψ෩଴൯ߛ ൌ ݐ݁݀݊݃݅ݏ ൬
ଵߙ߱ 0
0 െ߱ߙଶ

൰ ൌ െ1.    (14) 

Из равенств (10) и (12) - (14) следует, что вращение ߛஶሺΦ଴ሻ векторного поля Φ଴ на 
бесконечности равно -1. Согласно принципу ненулевого вращения [4,с.98], существует хотя бы 
один ноль векторного поля Φ଴. А ноль векторного поля Φ଴, согласно лемме 1, является ߱–
периодическим решением системы уравнений (1). 

Теорема 2 доказана.  
5. Два примера. Рассмотрим два примера, где можно применять теоремы 1 и 2. В 

качестве первого примера рассмотрим систему уравнений  

ቊ
ݔ ′ ൌ ݔ௣|ݔ| ൅ ݂ሺݐ, ,ݔ ,ሻݕ
′ݕ ൌ െ|ݕ|௤ݕ ൅ ݃ሺݐ, ,ݔ .ሻݕ

     (15) 

Здесь ݌ ൒ ݍ ,0 ൒ 0, функции ݂ሺݐ, ,ݔ ,ݐሻ и ݃ሺݕ ,ݔ -߱ ,ሻ непрерывны по совокупности переменныхݕ
периодичны по ݐ и удовлетворяют условиям: 
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|݂ሺݐ, ,ݔ |ሻݕ ൑ ଵ݂ሺ|ݔ| ൅ ሻ|ݕ| ൅ ଶ݂,  |݃ሺݐ, ,ݔ |ሻݕ ൑ ଵ݃ሺ|ݔ| ൅ ሻ|ݕ| ൅ ݃ଶ, (16) 
где ଵ݂, ଶ݂, ଵ݃, ݃ଶ – неотрицательные числа, на них наложим некоторые условия. 

Обозначим: 
,ݐሺܨ ,ݔ ሻݕ ൌ ݔ௣|ݔ| ൅ ݂ሺݐ, ,ݔ ,ݐሺܩ  ,ሻݕ ,ݔ ሻݕ ൌ െ|ݕ|௤ݕ ൅ ݃ሺݐ, ,ݔ  .ሻݕ

Проверим, что функции ܨሺݐ, ,ݔ ,ݐሺܩ ሻ иݕ ,ݔ   .ሻ удовлетворяют условиям (2)ݕ
Для функции ܨሺݐ, ,ݔ  :ሻ, согласно (16), имеемݕ

,ݐሺܨݔ ,ݔ ሻݕ ൌ ଶݔ௣|ݔ| ൅ ,ݐሺ݂ݔ ,ݔ ሻݕ ൒ ଶݔ௣|ݔ| െ ሺ|ݔ| ଵ݂ሺ|ݔ| ൅ ሻ|ݕ| ൅ ଶ݂ሻ ൒ 
൒ ሺ|ݔ|௣ െ ଵ݂ሻݔଶ െ ଵ݂|ݕ||ݔ| െ ଶ݂|ݔ|. 

Покажем, что существуют положительные числа ߙଵ, ߚଵ и ߛଵ такие, что при всех ݔ, ,ݕ ݐ ∈ ܴ 
выполняется неравенство  

ሺ|ݔ|௣ െ ଵ݂ሻݔଶ െ ଵ݂|ݕ||ݔ| െ ଶ݂|ݔ| ൒ ଶݔଵߙ െ ଶݕଵߚ െ  .ଵߛ
Действительно, левую часть оценим снизу следующим образом: 

ሺ|ݔ|௣ െ ଵ݂ሻݔଶ െ ଵ݂|ݕ||ݔ| െ ଶ݂|ݔ| ൒ ሺ|ݔ|௣ െ ଵ݂ሻݔଶ െ
௙భ
ଶ
ሺݔଶ ൅ ଶሻݕ െ ଶ݂|ݔ|. 

Подберем ߙଵ, ߚଵ и ߛଵ так, чтобы выполнялось неравенство 

ሺ|ݔ|௣ െ ଵ݂ሻݔଶ െ
௙భ
ଶ
ሺݔଶ ൅ ଶሻݕ െ ଶ݂|ݔ| ൒ ଶݔଵߙ െ ଶݕଵߚ െ  ,ଵߛ

൬|ݔ|௣ െ
3
2 ଵ݂ െ ଵ൰ߙ ଶݔ ൅ ൬ߚଵ െ

ଵ݂

2
൰ ଶݕ െ ଶ݂|ݔ| ൒ െߛଵ 

Рассмотрим два случая: ݌ ൌ 0 и ݌ ൐ 0. В первом случае неравенство принимает вид 

ቀ1 െ ଷ

ଶ ଵ݂ െ ଵቁߙ ଶݔ ൅ ቀߚଵ െ
௙భ
ଶ
ቁ ଶݕ െ ଶ݂|ݔ| ൒ െߛଵ. 

Полагая 0 ൑ ଵ݂ ൏
ଶ

ଷ
, положительные числа ߙଵ, ߚଵ, ߛଵ можно взять  

ଵߚ ൌ
௙భ
ଶ

ଵߙ , ൏ 1 െ ଷ

ଶ ଵ݂, െߛଵ ൌ minఒஹ଴ ൬ቀ1 െ
ଷ

ଶ ଵ݂ െ ଵቁߙ ଶߣ െ ଶ݂ߣ൰. 

Во втором случае, когда ݌ ൐ 0, полагая ߚଵ ൌ
௙భ
ଶ

 и ߙଵ ൌ
௙భ
ଶ

, имеем: 

ሺ|ݔ|௣ െ 2 ଵ݂ሻݔଶ െ ଶ݂|ݔ| ൒ െߛଵ,  
где 

െߛଵ ൌ minఒஹ଴൫ሺߣ௣ െ 2 ଵ݂ሻߣଶ െ ଶ݂ߣ൯. 
Приходим к выводу: функция ܨሺݐ, ,ݔ ሻݕ ൌ ݔ௣|ݔ| ൅ ݂ሺݐ, ,ݔ  ሻ удовлетворяет первому из условийݕ

(2), если либо ݌ ൌ 0 и 0 ൑ ଵ݂ ൏
ଶ

ଷ
, ଶ݂ – произвольное неотрицательное число, либо ݌ ൐ 0 и ଵ݂, ଶ݂ 

– произвольные неотрицательные числа.  
Аналогичным образом функция ܩሺݐ, ,ݔ ሻݕ ൌ െ|ݕ|௤ݕ ൅ ݃ሺݐ, ,ݔ  ሻ удовлетворяет второму изݕ

условий (2), если либо ݍ ൌ 0 и 0 ൑ ଵ݃ ൏
ଶ

ଷ
 , ݃ଶ – произвольное неотрицательное число, либо 

ݍ ൐ 0 и ଵ݃, ݃ଶ – произвольные неотрицательные числа. 
Действительно, для функции ܩሺݐ, ,ݔ  :ሻ имеемݕ

,ݐሺܩݕ ,ݔ ሻݕ ൌ െ|ݕ|௤ݕଶ ൅ ,ݐሺ݃ݕ ,ݔ ሻݕ ൑ െ|ݕ|௤ݕଶ ൅ ሺ|ݕ| ଵ݃ሺ|ݔ| ൅ ሻ|ݕ| ൅ ݃ଶሻ ൑ 

൑ ቀଷ
ଶ ଵ݃െ|ݕ|௤ቁ ଶݕ ൅

௚భ
ଶ
ଶݔ ൅ ݃ଶ|ݕ|, 

ቀଷ
ଶ ଵ݃െ|ݕ|௤ቁ ଶݕ ൅

௚భ
ଶ
ଶݔ ൅ ݃ଶ|ݕ| ൑ െߙଶݕଶ ൅ ଶݔଶߚ ൅  .ଶߛ

ቀଷ
ଶ ଵ݃ ൅ ௤ቁ|ݕ|ଶെߙ ଶݕ ൅ ቀ௚భ

ଶ
െ ଶቁߚ ଶݔ ൅ ݃ଶ|ݕ| ൑  .ଶߛ

Если ݍ ൌ 0, то полагая 0 ൑ ଵ݃ ൏
ଶ

ଷ
, выберем  

ଶߚ ൌ
௚భ
ଶ

ଶߙ , ൏ 1 െ ଷ

ଶ ଵ݃, ߛଶ ൌ maxఒஹ଴ ൬ቀ
ଷ

ଶ ଵ݃ ൅ ଶߙ െ 1ቁ ଶߣ ൅ ݃ଶߣ൰. 

А если ݍ ൐ 0, то положим ߙଶ ൌ
௚భ
ଶ

ଶߚ ,  ൌ
௚భ
ଶ

 . Тогда имеет место неравенство  

ሺ2 ଵ݃ ൅ ଶݕ௤ሻ|ݕ|ଶെߙ ൅ ݃ଶ|ݕ| ൑  ,ଶߛ
где  

ଶߛ ൌ maxఒஹ଴൫ሺ2 ଵ݃ ൅ ଶߙ െ ଶߣ௤ሻߣ ൅ ݃ଶߣ൯. 
Таким образом, из вышеприведенных рассуждений и в силу теорем 1 и 2 вытекает  
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Следствие 1. Если функции ݂ሺݐ, ,ݔ ,ݐሻ, ݃ሺݕ ,ݔ ݌ ሻ удовлетворяют условиям (16) и приݕ ൌ 0 

выполнено неравенство 0 ൑ ଵ݂ ൏
ଶ

ଷ
 , а при ݍ ൌ 0 - неравенство 0 ൑ ଵ݃ ൏

ଶ

ଷ
, то ограниченные 

решения системы уравнений (14) допускают априорную оценку и среди них есть хотя бы одно 
߱–периодическое решение. 

В качестве второго примера рассмотрим нелинейное уравнение второго порядка 
следующего вида  

ᇱᇱݔ െ ,ݐଶሺ݌ ݔሻݔ ൌ ,ݐሺݍ ,ݔ ,ݐ ,ᇱሻݔ ݔ ∈ ܴ,   (17) 
где функции ݌ሺݐ, ,ݐሺݍ ሻ иߦ ,ߦ  ሻ непрерывны по совокупности переменных. В этом уравненииߟ
произведем замену 

ሻݐሺݔ ൌ ߤ ,ሻݐߤሺݕ ൐ 0. 
Для ݕሺݐሻ получим уравнение 

ᇱᇱݕ െ ,ݐଵିߤଶሺ݌ଶିߤ ݕሻݕ ൌ ,ݐଵିߤሺݍଶିߤ ,ݕ  .ᇱሻݕߤ
Данное уравнение представим в следующем виде: 

ቀ ௗ
ௗ௧
൅ ቁ݌ଵିߤ ቀ ௗ

ௗ௧
െ ቁ݌ଵିߤ ݕ ൌ െିߤଵݕ ቀିߤଵ డ௣

డ௧
൅ డ௣

డ௬
ቁ′ݕ ൅ ,ݐଵିߤሺݍଶିߤ ,ݕ  .ᇱሻݕߤ

Обозначим: 
ଵݖ ൌ ଶݖ  ,ݕ ൌ ᇱݕ െ ,ݐଵିߤሺ݌ଵିߤ      ,ݕሻݕ

݃ఓሺݐ, ,ଵݖ ଶሻݖ ൌ ,ݐଵିߤሺݍଶିߤ ,ଵݖ ଶݖߤ ൅ ,ݐଵିߤሺ݌ ଵሻݖଵሻݖ െ 

െିߤଵݖଵ ቂିߤଵ
డ௣

డ௧
ሺିߤଵݐ, ଵሻݖ ൅

డ௣

డ௭భ
ሺିߤଵݐ, ଶݖଵሻሺݖ ൅ ,ݐଵିߤሺ݌ଵିߤ    .ଵሻቃݖଵሻݖ

Тогда относительно неизвестных ݖଵሺݐሻ и ݖଶሺݐሻ получим систему уравнений 

ቊ
ଵݖ
ᇱ ൌ ,ݐଵିߤሺ݌ଵିߤ ଵݖଵሻݖ ൅ ,ଶݖ

ଶݖ
ᇱ ൌ െିߤଵ݌ሺିߤଵݐ, ଶݖଵሻݖ ൅ ݃ఓሺݐ, ,ଵݖ .ଶሻݖ

     (18) 

Предположим, что существуют ߤ ൐ ଴݌ ,0 ൐ 1, 0 ൑ ݃଴ ൏
௣బ
ଶ

, ଵ݃ ൒ 0 такие, что при всех 

,ݐ ,ଵݖ ଶݖ ∈ ܴ выполняются условия  
,ݐଵିߤሺ݌ଵିߤ ଵሻݖ ൒  ଴,      (19)݌

ห݃ఓሺݐ, ,ଵݖ ଶሻหݖ ൑ ݃଴ሺ|ݖଶ| ൅ ଶ|ሻݖ| ൅ ଵ݃.    (20) 
Проверим, что правые части системы уравнений (18) удовлетворяют условиям (2): 

ሺିߤଵ݌ሺିߤଵݐ, ଵݖଵሻݖ ൅ ଵݖଶሻݖ ൒ ଵݖ଴݌
ଶ െ ௭భ

మ

ଶ
െ ௭మ

మ

ଶ
ൌ ቀ݌଴ െ

ଵ

ଶ
ቁ ଵݖ

ଶ െ ଵ

ଶ
ଶݖ
ଶ, 

ଵߙ ൌ ଴݌ െ
ଵ

ଶ
ଵߚ  , ൌ

ଵ

ଶ
ଵߛ  , ൌ 0; 

ቀെିߤଵ݌ሺିߤଵݐ, ଶݖଵሻݖ ൅ ݃ఓሺݐ, ,ଵݖ ଶሻቁݖ ଶݖ ൑ െ݌଴ݖଶ
ଶ ൅ ݃଴ሺ|ݖଵ| ൅ |ଶݖ|ଶ|ሻݖ| ൅ ଵ݃|ݖଶ| ൑ 

൑ െሺ݌଴ െ ݃଴ሻݖଶ
ଶ ൅

1
2
݃଴ሺ	ݖଵ

ଶ ൅ ଶݖ	
ଶሻ ൅ ଵ݃|ݖଶ| ൌ െ൬݌଴ െ

3
2
݃଴൰ ଶݖ

ଶ ൅
1
2
݃଴ݖଵ

ଶ ൅ ଵ݃|ݖଶ| ൌ 

ൌ െቀ݌଴ െ ቀଷ
ଶ
൅ ቁߝ ݃଴ቁ ଶݖ

ଶ ൅ ଵ

ଶ
݃଴ݖଵ

ଶ ൅ ଵ݃|ݖଶ| െ ଶݖ଴݃ߝ
ଶ. 

Выберем ߝ ൐ 0 так, чтобы ݌଴ ൐ ሺ2 ൅   ሻ݃଴. Тогда полагаяߝ

ଶߙ ൌ ଴݌ െ ቀଷ
ଶ
൅ ቁߝ ݃଴, ߚଶ ൌ

ଵ

ଶ
݃଴,  ߛଶ ൌ maxఒஹ଴ሺ ଵ݃ߣ െ  ,ଶሻߣ଴݃ߝ

имеем: 

ቀെିߤଵ݌ሺିߤଵݐ, ଶݖଵሻݖ ൅ ݃ఓሺݐ, ,ଵݖ ଶሻቁݖ ଶݖ ൑ െߙଶݖଶ
ଶ ൅ ଵݖଶߚ

ଶ ൅  .ଶߛ

Заметим, что ߚଵ ൏ ଶߚ ଵ иߙ ൏  ଶ, т.е. условие (3) также выполнено. Отсюда, в силу теорем 1 иߙ
2, вытекает 

Следствие 2. Если выполнены условия (19), (20) и условие 
sup௧∈ோ,|క|ழெ ,ݐሺ݌ ሻߦ ൏ ∞,      (21) 

то имеет место априорная оценка  
sup௧∈ோ|ݔሺݐሻ| ൅ sup

௧∈ோ
|ሻݐሺ′ݔ| ൏  (22)     ܯ

для любого решения ݔሺݐሻ уравнения (17), определенного на всей числовой оси и ограниченного со 
своей производной. А если к тому же, функции ݌ሺݐ, ,ݐሺݍ ሻ иߦ ,ߦ  то ,ݐ ሻ ߱–периодичны поߟ
существует ߱–периодическое решение уравнения (17). 

Рассмотрим уравнение  
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ᇱᇱݔ െ 4ሺ1 ൅ ݁௫ሻଶݔ ൌ ᇱݔ௫݁ݔ2 ൅ ,ݐ଴ሺݍ ,ݔ  ᇱሻ,   (23)ݔ
где функция ݍ଴ሺݐ, ,ߦ   ሻ непрерывна по совокупности переменных и ограниченаߟ

sup௧,క,ఎ∈ோ|ݍ଴ሺݐ, ,ߦ |ሻߟ ൏ ∞.  
Полагая ߤ ൌ ଴݌ ,1 ൌ 2, ݃଴ ൌ 0, имеем: 

݃ఓሺݐ, ,ଵݖ ଶሻݖ ൌ ଶݖଵ݁௭భሺݖ2 ൅ 2ሺ1 ൅ ݁௭భሻݖଵሻ ൅ ,ݐ଴ሺݍ ,ଵݖ ଶݖ ൅ 2ሺ1 ൅ ݁௭భሻݖଵሻ െ 
െ2ݖଵ݁௭భሺݖଶ ൅ 2ሺ1 ൅ ݁௭భሻݖଵሻ ൌ ,ݐ଴ሺݍ ,ଵݖ ଶݖ ൅ 2ሺ1 ൅ ݁௭భሻݖଵሻ, 

ห݃ఓሺݐ, ,ଵݖ ଶሻหݖ ൑ sup௧,క,ఎ∈ோ|ݍ଴ሺݐ, ,ߦ |ሻߟ ൌ ଵ݃.  
Следовательно, если функция ݍ଴ሺݐ, ,ߦ  с периодом ߱, то ݐ ሻ периодична по переменнойߟ
существует ߱–периодическое решение уравнения (23). 
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ДОИР БА БАҲОИ АПРИОРЇ ВА МАВЉУДИЯТИ ЊАЛЊОИ ДАВРИИ ЯК НАМУДИ СИСТЕМАИ 
МУОДИЛАЊОИ ДИФФЕРЕНСИАЛИИ ОДЇ 

Дар мақола масъалаи љой доштани баҳои априорї ва мављудияти ҳалҳои даврї барои як намуд 
системаи муодилаҳои дифференсиалии одї омўхта шудааст. Системаи муодилаҳои тадқиқшаванда дар 
муқоиса бо дигар системаҳои муодилаҳои омўхташуда бо он фарқ мекунад, ки тарафҳои рости муодилаҳо 
њамчун функсияҳои якчандтағйирёбанда хаттї ё ғайрихаттї шуда метавонанд ва дар ҳолати ғайрихаттї 
будан тартиби афзоиши онҳо метавонад номаҳдуд бошад. Исбот шудааст, ки агар тарафҳои рости 
муодилаҳо шартҳои муайянро қонеъ кунонанд, он гоҳ баҳои априорї барои ҳалҳои маҳдуд љой дорад. Дар 
асоси баҳои априорї бо истифода аз методҳои ҳисобкунии чархзании майдонҳои векторї мављудияти 
ҳалҳои даврї исбот карда шудааст. Мисолҳои мушаххаси системаи муодилаҳои дифференсиалии одии 
гайрихаттї баррасї шудаанд, ки барои онҳо шартҳои баҳои априорї ва мављудияти ҳалҳои даврї иљро 
мешаванд. 

Калидвожаҳо: системаи муодилаҳои дифференсиалии одии хаттї ва ғайрихаттї, ҳалҳои маҳдуд ва 
даврї, баҳои априорї, чархзании майдони векторї. 

 
ОБ АПРИОРНОЙ ОЦЕНКЕ И СУЩЕСТВОВАНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ ОДНОЙ СИСТЕМЫ 

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В статье исследован вопрос об априорной оценке и существовании периодических решений для одной 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Исследуемая система уравнений в отличие от других 
может быть линейной или нелинейной, и в нелинейном случае не ставятся ограничения на порядок роста правых 
частей. Найдены новые условия на правые части уравнений в виде односторонних оценок, обеспечивающих 
априорную оценку всех ограниченных решений. В условиях априорной оценки доказано существование ߱–
периодических решений, применяя методы вычисления вращения векторных полей. Рассмотрены примеры систем 
уравнений, удовлетворяющих условиям априорной оценки и существования ߱–периодических решений. 

Ключевые слова: система линейных и нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, 
ограниченное решение, периодическое решение, априорная оценка, вращение векторного поля. 

 
ABOUT THE PRIOR ESTIMATION AND EXISTENCE OF PERIODIC SOLUTIONS FOR THE SYSTEM OF 

ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS 
In this article is investigated a priori estimation and existence of periodic solutions for the system of ordinary 

differential equations. New conditions on the right-hand sides of the equations in the form of one-sided estimates are 
founded, which provide a priori estimation of all bounded solutions. At the same time, unlike the above other works, the 
system under study can be linear or nonlinear, and in the nonlinear case there are no restrictions on the order of growth of 
the right parts. In the conditions of a priori estimation the existence of ߱ – periodic solutions is proved using the methods 
of vector fields rotation calculation. Examples of systems of equations satisfying the conditions of a priori estimation and 
existence of ߱ – periodic solutions are considered. 

Key words: system of nonlinear ordinary differential equations, bounded solution, periodic solution, priori estimate, 
rotation of a vector field. 
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ВЫРОЖДЕНИЕ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ 2-ГО ПОРЯДКА С СИНГУЛЯРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 
Орипов Т.С. 

Таджикский технический университет им. С.Осими 
 

В некоторых работах [1- 6], были изучены различные типы переопределённых систем 
уравнений в частных производных первого и второго порядка с регулярными и сингулярными 
правыми частями. Учитывая условия их совместности, тождественного выполнения и 
многообразия решений, были найдены определённые формулы. В предлагаемой работе 
рассматривается переопределённая система уравнений второго порядка вида: 
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где все функции ),,,( zyxai  и ),,,( zyxfi  3,2,1j  заданы в параллелепипеде П3: ,0 1rx 

,0 2ry  ,0 3rz   n целое положительное число, m - вещественно положительное 

число. Поскольку в начале координат, а также по прямым линиям  ,0),,(1  xzyxМГ  

   0,0 32  zМГyМГ  задачу Коши ставить нельзя, поэтому в системе (1) начальные 

условия, либо задачи Коши ставим по следующим формулам 

0uu   при .)0,,(,,, 000000  zyxzzyyxx       (2) 

В системе (1), делая замену вида )..(, zyxVVV
x

u





, преобразуем ее к следующему виду:  
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    (3) 

Тогда начальные условия для системы (3) ставятся в виде 

0VV   при 000 ,, zzyyxx  .     (4) 

Также условия совместности системы (3) записываются формулами  
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или ).3,2,1(,0),,(),,(  jVzyxQVzyxP k
jj      (5) 
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Пусть в системе (1), либо (3) при ограниченных значений производных на линиях 
вырождения существуют [4]  

0lim,0lim,0lim
0,,0,,0,,


































 z

V
z

y

V
y

x

V
x n

zyx

n

zyx

n

zyx
,   (М) 

то в силу этих условий из системы (3) необходимо имеем 
)3,2,1(,0)0,0,0(,0)0,0,0( 00  kbbaa kkkk . И тогда находится тривиальное решение 

исходной системы (3): 0V , или получаем .),,( constCzyxu  . Это означает, что на линиях 
вырождения исходная система (1) более чем тривиального, других решений не имеет. Условия 
совместности (5) можем рассматривать в нескольких случаях. 

1. Пусть все соотношения из (5), выполняются, но не тождественно. Тогда решая их 
алгебраическим способом, находим 3,2,1),,,(,0  jzyxhVV j . Если хотя бы одна из этих 

функций удовлетворяет системе (5), то она будет частным решением этой системы. 0V  
считаем тривиальным решением системы (3). В противном случае, системы (3) и (1) не имеют 
более чем тривиального- известного решения.  

2. Пусть в условии совместности (5) системы (3): 0),,(,0),,(  zyxQzyxP jj , либо 

0),,(,0),,(  zyxQzyxP jj . То при этих значениях функций jj QP ,  - из (6), система (5), также 

более чем тривиального, другие решения не может иметь. 




